
 1罗尔中值定理 30讲 P215
①在 a b 上连续

设 f X 满足个 ②在 a b1上可导 则存在SE Gib

③fca f b 使得 f S 0

设 f X 在Ca b 上连续 ①在Caibl上连续 ② 在 ca b 上可导

③lximatfX 1两 fiX S 则 SE ai b 使得 f 19 0

设 9ㄨ 二

个 i 姿品
① 113- 9 X1 IImat f 1 5 9 9 9 X 在 a处右连续

1 - 9 x In_ fcx s 9 b b 左连续

ㄡ f X 在 cal b 上连续 9 X 在 ca b 上连续

qcxl在 a b 上连续
② x E a b 时 gcxl f X 又 fCX在 Tai b 上可导

9IX 在 cal b 上可导

③ 9 a g b S

由罗尔中值定理 SE ai bl使得 9 S t 1S 0



设 f X1在 a b 上连续 在 ai b 上可导 lgtfcx to

1品_fix 00 则 SE ai b 使得 f 9 O

伍取一点 Ctcai b

iC 1 Imafix1 to 又 f 1 C

I i 个

fix 在 1a 门上连续

81 Ela c 使得 f S2 f 1 1 1fan
1h11

同理 sac b使得 f1811 t t

fi X 在 811827上连续 SE 811521

个 f X1在181182 上可导 使得 f 91 0

f 1811 f 87 f K1 1

设 fix1在 1 a 001上连续 在 1a 001上可系

Iǎi fix to lgoflxl too
则习 St a a 使得 f S 0

1证明与上题一样1



设 fix 在 1 a 001上连续 在 la 0 上可导

1然 f ㄨ 1ha f 1 S 则 9 Ela 01 使得f 191二 0

这种情况 图像有 3种

on
5

0-- 22
③ n

一一

a x a

1年移 令 9 X f ㄨ S 从而品出9 1 IIii 91x 0

1 9 X 三 0 flXl三 s f IX 0 n

21 CE ca too ga 0

不妨设 9 in
ii iiin

1点 91x 0 E 70 870 使得当0 x a c E的 有19 x 1 4

1h 9 x 0 XIE la 1 使得 91ㄨ11 c生9161 91C1

iiiiiiiiiii inii 便得当 有 anna

Igo9 x 0 Xz 514 001使得 91ㄨ21 c Σ9117C919
二 S2 G1 Ci X21 9182 E 9 C

491
X1在 811823上连续 95 811827 9151 0

在 1811821 可导 9115 f 19 0

9181 91821



罗尔中值定理 原函数法

题型 一般要求证明结论 带 I器 或 resists r s t 19

要构造函数 FIX1 Fla F1b steal b F1 S 0

逆向工程
t 结论

构造方法 结论
𡤃

519 15
换名
- S X T X

nitixl t N o s x1 - txldx C

FIX1 six tixidx 就是我们要构造的函数

万能构造 结论形如 h X path X o

G x h x e P
ㄨ dx

ㄔ效分方程 f p x1 f alx

h x e 11
dX lyaixielpadxdx c

h lxl t pX h X1 0 中 acxl o

1 hlxl e lplxldX ge

c h x e Plxldx

例 设 h X1 PIX1在 a b 上连续 hlx在1a b 上可导

且hla hlbl 二 0 证明 9 tlaib 1 使得 h 18 h19 P S 0

h X1 h X p X1 0

t hip 0 i dh t pdx 0

Inl hl t pdx c



1h1 e'PdX z 1cz e4 0

h e PdX C 3 1 13 I 12 0

令 G X hcxl.ee

P'XldXGlahia e
P'X'dX

oGlblhlb e
PCX'dX o

1
41 在 a b 上连续

191 b 可夺

G1a G1 b

f f aibl G s o

Gl X h elpdxth.ee

PdX.pG19 h 91 e'PdXthlf pls e PdX

oxe'PdXlxs70 h'lslthlsl.pl S1 0

设 f X1 91 在 a b 上有二阶导数 且9化1 0 9 IX 0

又 flat f b g a gib io

证明 SE lai bi使得 gtig
f X 9 X f 1ㄨ191ㄨ o

flxl 9 X dX f lxig IX dX C

分部𦹂分it9 19 ㄨ'd f'ㄨ c

fix1 g XI 9 xldfcxl f'ㄨ1gㄨ1 f x1dg x1 G

f X1 g X f'lx119 X f x g'lxldx f'ㄨ1.9 x do C1



f X1 G X1 f'IX 9 X C1

设G X f X1， 9'1ㄨ1 f'ㄨ 9 X

Gla G1b o

五十 Elaibl 使得 G 19 o

设 f XI在 To 门上有二阶导数 且f101 f 0 o

证明 9t 011 使得 t 191

ifX 11 X 2 2 fix1 o

f X 11 X 2 dX 2 f x dX G

1 X 2 d f X1 2 f x d X G

11 X2f'ㄨ1 f x1d 11X12 2 fix dX G

l X2 f X f'IX 12 1 I'dX 2 fㄨ ldx G

1 72 f X 2 f x dx 2 f x xdx 2 fcxldx C1

1 X2 f1X Z f X1 2 x d fix 2 flxldx Cz

IX f 1 2f X 2 x f X flxldx 2 fixldx 12

CHK f X1 Z f X1 2x f X1 Cz

令 G1X l XR f X1 z f X 2 Xfix I

G X1 2 1 X H f X1 1XRf X 2f X Z f X X f'lX1

2 11 x f X l X 4 X1 2f X 2f X 2x f x

2f1X1 2Xf X 1 XRf IX 2f x1 2fix 2x f x

11 X2f IX 2fix1



G10 0 G11 0

9Glo 1 G119 0 1 91 f 191 2f191

f 191 茄

设 fix1在1 co to1 上可导
证明 9t1 co o 使得 f 19 9 sf219

f X1 X x f21X x 1 f X 1要意识到可分离变量

X 1 f Hit xdx

arc tan f 式x2 C

令 G X a r i t an f IX 一生x2

all xl
l f f X

limoG1 1 0 s Glx 的

由罗尔中值定理 12种情形

H co.to alis
l ffi s o

f1191 s 9 f2191



设函数 f X 在区间 o 17上具有二阶导数 且 f 101 f 111 二 0

证明 9 E10111 使得 f 191 f1 S f S 72

of1X f'IX1 1fix172 0

令 p f 1 f X1 d㸑 器中二

t.pt'Pp2 f2 o

P三 0 结论成立

71PEO

器 p f2 0 古dp f2d f o

InIpl if3 C

In1p1 i 亏f3

1pl e if3 cz 1z e 0

p e t3 c3 1 13 2 0

1 f e 5 t3 C3

令 G X f'ix e专f3 X

G x f lxl.es f3
X

f 1X1 eit3lX f2 x1 f 1X

G101 Gl1 o

9 E10 11 G S1 f 91 17 f S 17 f2 x f 1

又 口 o f 191 f 197f191
2 0



设函数 f X 在区间 0117上具有二阶导数 f101二十 1 0
rn

l.in
文道题不题

䉤主 澃葭新华方蓷出往意阔论
f X1 f X1 1

亽 p 装 f 二 六
一一 器器 ˋP

P奖 f 1

pǎiiāfō
式p2 In l f l C In If I C 一 Íp

1 1f1 z.e P2 12 e CI o

f C3 e Σ P2 3 12 0

f e
生P2 s

亽 G1X f x e
E'P fix1 e E t

12XI

Gi x f x et't fcxl e E t f'l x i f'ix
G10 G111 0

9F 011

G 191 fils ne E t
1219 tf is e E f 191 f 191 f S 0

e il f'R
S

o

f 191 f191 f 19 f 191 o

f X1 0 f 51 0

1 f191 f 91 0

f191 f 15 1



设 fix 在区间 0 1 上具有二阶导数 t EE 这巅色者言赏
二

且 tIXL io 证明 9510 1 使得 f 191 f 191
2

o

f IX1 f 2 X 0

侌 p f 二 dt t t p
p tt f

2 0 Ép 专f3 C

令 G X 式 If12 X ③ f3 x

G X1 f X f IX f 2 X1 f x

G10 G 1 0

Sf 10 17 G1 91 f 9 if 9 f
2 9 f 19 o

f IX 70 f 9 0 f s f2 S 0

设函数 fix 在区间 o 17上具有二阶导数
且 f 1 70 1g Y a C 0 证明

1 十X 0在区间 1011 内至少有 一个实根

1极限保号性1 8 E 0 1 使得 1学 c 0 又 870 f 18740

又 f 1170 9 ft8 1 个更得 f S1 0

2 fix If IX1 f121 1 0 在 1011内至少存在两个实根

令 p f d _ p i t
f Pㄐ t p

2 O

f181 C 0 f 1 70 n f 1 三 0



f 器 p 0 fdp t f d f 0

1 n l pl t ln l f l C

I In l p f l C1

1 p f Cz C Cz e 0 1

令 G 1X f x f x

G'lx l f X f X t If'RI XI

lot一二 a co 1g fix o

ㄡ f IX在 To 1 7 上 二阶可导 fcxl在 x 0处连续 f107二0

f10 f 19 0 1 0 E 0， 91 f110 0

G 0 G10 G1S 0

α1 E 0 0 使得 G 1211 f 1211f α f 2 α1 0

α2 E 0， 9 个吏公得 G 1α21 f 1α21f12 1f121α2 0

万能构造
h X p x h x o

柘造辅助函数 G x h ix e'P'ㄨ'dx

h X pX1 h X q x

构造车甫助 函数 G X h x1e'P'ㄨ'dX_ q x e'P'ㄨ'd'dx



设 f XI在 112 上连续 在11， 2 内可导 f 2 2 f111二式

证明 SE 112 使得 f1 S 2䇢
f 1 2燢
f X1 1 1 f X o

G X fix l e
dx fix e

lnlXl
f x e l

nㄨ2

f 在
G X f xl.tt f X 2 1x 3

G111 f 1 it 二 三

G121 f121 É 二 Í
G11 G 121

二 彐 SE11121 使不累

G s f 151在 一 器 0 f 8 2_

设 fㄨ1在 0 兀了上连续 在 0三1上可导 f o1 0

证明 9 E 0 不1 使得 zf 19 f S tami

2f x f x1Tan式

f X1 É f X1 tan Ǐ o

f X 1 ill tan式1 f X 0

G x f x1 e
i t an或dX

f X cos Ǐ

Gix f X1 cos式 f X1 i sinÉl É
G107 0 G T fix11 105式 0



G O G1ㄤ 0 9 E1O T 1

G s f 191 cos i i feel sin Í o

S G1 0 不 士 IF 0三 cos i o

f1 S É f s tani 0

2f ie fast tani

设fiX在 0 1 上二阶可导 f101 f11 0

证明 9t10， 1 使得 f S 211等
f IX 一 忌 f X 0

G X f'i x l e
人忌dX

f XI.CH

KG'lXf ix l X 2 f'lx1 z11 x1 C 1l

f xl cl xR 2f X1 l

x1G1

Of101f 11 0 1 8 E 0 112使得 f 81 0

a181 二 0

G11 G 181 0 SE 8， 17

G119 f 9 1 812 2 f1 9 1 91 0

9 E 811 1 11 91 0

f 9 1 97 2f 9 0

f S1 2， 14



设 f X 在 0117上连续 在 0， 1 上可导 f101 0且 XE10， 17时

f x 0 证明 α 0 5510， 11使得 华等 二 Ii
对然 fim t if ifi.io

Gcxl f x e
人文 _dx

fix f文 l x1

G X f x if文 1 x1 fㄨ1 文 if
文

11 x f 11 x1 1

G107 f101 f I 1 0

G111二 f111 f2'101 0

G10 G111 SE o 1

G S f1191 f 1 91 f e J f
文 11 91f111 9

f 151if文 1 91 术 f S EYit f 1 S 0

f x o f I 1 91

f S Í fg.gl f 1 9 0

设 f XI在1 0 001上可导 且 f1 1 f 1 40 fix171

证明 存在 St1 的 01使得 出 e29

f x1 f x e2X f x i e2X f 1 1



1 e2X1 f X 1 e2X f'IX

f X1 hn f X O

f X1 1 11点 f lXl o

G1x fix e
l 民axdx

FIX ytex
G 1X f x eE_extfcxz.ee ie

X

lo G 二 17gfcxiezhe too

lmaoG X to fix eitent to

由其他 12种罗尔中值定理 sec_co 0

G s f xl estzē9 fix eSie
9

o

Iiiig.es

设 f X 在 To 三门连续 在 0 三1上可素 f101 f 三 二 一生

证明 9510 三 使得 f 19 f 5 sinx

f X1 1 11f x1 sinX

令 Glxl fcxl.ee
dX sinx elH'dXdx

fcx e XtE'sinx e X icosx.e

XGX f'sxl.e X fcx ex



生 cosx.e X sinx.e

xyticsinxie X sosx.eex

f x e x_fcxl.e x sinx.eeX

G10 É o ㄜ 0

G1三1二 一三 e t ㄜ e i 0

彐 S G1 0 E

G 91 f S e S_ f i s e S sins e S o

e
9 0 1 f 9 f 191 sin9

设 f XI在 0 1 上二阶可导 且f101 0 f111 1

求证 s E10， 1 使得9f 9 11 9 f 19 1 9

f X 11 X f X 1 X

侌 P f f d

p1 1女 1 p 1 11

Glxl P e'ㄒ t d it tDe'ㄒ't'd
X
dx

p xie X ㄧ i戈 11 x.e X dx

Pix e X x 1 e X d X

p x.e X xi e X f x1 1 x e X

G lXl f x1 x eㄨ t i f l x7 11 e X If IX 11 X.e0

G10 0 要找另一点有 G1x x ex f kx1 1 o

其中 x o XG10111 eX 0 只可能 f X 1 0



田拉格朗日中值定理 28E10111使得 f 181 f 二1

a181 0

G101 G 81 0 9 E 0， 81

G1 9 f 9 s e f 191 1 e9 f 9 1 s e

s f 9 l t s f 191 1 9

拉格朗日中值定理 30讲 P218

设 f X 满足个
在 a1b 上连续

在 la b 上可导
则 SE a b

使人累 f b f a f S b a



罗尔中值定理 第一类常数 K值法

与之前不同的地方在于 约束变元的个数 之前是 9 这里是 X 5

设fcxl在 a1b 上有二阶导数 证明 对 x f aibl 9 E aib

使得 _ tjyh tl It J it is 中值部分

令 在 t 一 t台¼ 不 成人

把 换成 t 考虑构造函数Gic 1

Gil 1 t芊¼ f ¼ - k

但这样GH求导会很复杂 原因是 分母上有 t

G t 1 T b T a Gift I
二 flti fcal lt alt 14 - k lt b It a

其中 k ㄨ___ f _
act f t1 - f a It a t 一枯 tYI t it Jit bit

找零点 Gla o G b1 o

GlX1 fcxl flai lx aiflbbt_libstalIfyt flbttdtt

fixl fial lx al t cx az tyh - f口占出

fcxi flal lx altbbliatnn lfcxl flailtlx az t名 tǎ
O

其实 G1X1 0 从构造的过程也可以看出



a it th - 营- - K 其中 k i f少出 _t占

Gil x 17 - 17 0 1两个一模一样的相减

G 1 1 f 1 1 - t吕91 - K l 2 t 1 atb

G 1 7 f 1 1 - 2 k f H 一 看 It焂出 - t吕 9

G1a G1X1 G b o

Si E a X 不使得 G 1811二0

82 F1 x bI 使不得 G 182 0

G181 G 182

9 E1811821使得 G 191 f 191 - 和 t炎ta - t吕it 0

和 t It 一 t名 if 191

设 f M在点 a的某个邻域具有二阶导数

证明 对充分小的 h OF 011 使得

flathl t fl a h1
- 2 f19 f l a t ohl t f l a ohl

h2

令 tcathlttigihl
z fia K

中值部分换为 K

考查 Gi x1 flatXltfg
X -2flat_ k

G X1 RGi X f at x t flax - 2 f 1a1 - Kㄨ2

fiatx f 1a x1 - 2 f1a - KX2

G 1X f s a tx - f a x Zkx



G X f l at X tf a x1 2K

Gl h 0 G10 0 Gl h1 o

不妨设 h 0

8151 h101 a 181 0

82 F 0 h G1182 0

G 181 G 182 0

9518 821 G S f at 9 f l a 91 2K 0

k
f at291 tf ta s

即 flathltthahl 2ft
a f l a t sl f la 91

z

与题目结论有点差异 将 S on 这种形式

h a si c S szch has h 1 去 1

o h 9 0 去 E 1 111 0E 0， 1

fix1在区间 Xi Xnl内存在 n阶导数在区间 x xn 上连续 且存在 n个不同

的点 xic Xzc Xn 使得fix11 f X2 flxnl o

证明 又7 C El Xi Xn SEI Xi Xn

使得 f111 古 c x i ㄨ2 i 1 Xnlf 191

令 tipc x.is cc x.nl

KG十 二 去芹 ctxnl
K



G t f 1十 一 Kii tx 十一Xh

G1C1 0

G1X11 G1X2 G l xnl 0

sort 3c xi xz xn3 sort 341 Ya Unt13 i y cyzc cynt
111 以 alt n 1个零点

品
a t n个零点

81

i
82

su
a 1个零点 a'n 19 o

G 7 f 1 ltl k.i.llc xilll xzyc.n.gsc xn

f'n 十 K

G 91 f 1 S K 0

f 9 K n_tYc x.ie l xn7

fic i c x 1 x l xn f 9



例 b a 0 没函数 f X在 a b 上连续 在 a b 上可导

证明 SE a b 使得 ab If 品 f191 - s f 191

1错误示范第一类常数 K值法

令 at d 占t K

令 a cxǐ产 ㄨ 第- k

G X 1 X b7 Gi X1 Xflbl b f IX - K X b

G X1 f b - bfllxl - K

G1a 0 1 由构造过程易知1 G b 0

G 1a1 G1b1 0 SE la bl

al s f b bf1191 - K 0 K f b - b f 191

at Ibbt fibl 一 bf 191 与结论不符第一类常数K值法失效

第二类

令 atbaI k 要化成 F a F1b1这种形式 分离ab

a f lbl b f la k a - k b



alflb7 K b ffcal k1
扣1 faǎat

令 FIX f Flcxl f X X f X1 K
X2

Fla
t fial aqab iafias.atbla
fca flb

Flbl f'b
k fIb gt'bdIbbtal bflal bflb

也可从
箱这籍得出

Elal F b1 9 Gla b

F 191 t 191 S it191
K

o

K f191 S.f 191

b a o 设fix1在 a b 上连续 在 laibl上可导

证明 习十 tlaib1 使得 t吕 出 92t191
ab

a 1f1b
一 f al 92f 191

令 器 fibl flat K



ab I f ibl f all K b a

f i bl f a1 klà 一古1

f b1 f a 长 一 号

f b t 告 f la t兴

令 F X1 f X1十号 F X f x 卡

Fca F bI s t i a b

F 151 f 151 差 0 K 92f19

gal fibi.fi a1 S2f 9

t吢出 s品
注 一般能用第二类常数K值法做的题 也可以用柯西中值定理做

1柯西中不在定理 30讲 1219

设 f ㄨ 9ㄨ1满足 j 套算点虎哥綮 则 SE a b

使得 g 法器
1另解 tbbtt t器b

想一 二 t
器



啠学 器

嫈 在 tab 上 用 柯西中值定理

管一 -
t 品 品

设 fix1在 a b 上连续 在 ai b 上可导 且 fㄨ1 0

证明 s 7 E al b 使得 fig二十号 e 7

双中值问题 将 9与7分离
反着分啠 fi is e吕 9 t

柯西中了一直 fyst gbg tl b - t al
e b_ea

二 f 19
-

出芈
正着做 习s E ai bl使得 flcsl f1台¼1alnn igbt flbl flal

eb ea

neca by使得 těijit t

f 1st _ ˋ 器



设fX1在 a1b 上连续在 laibl 上可导 0 a b c E
证明 9， 7Elaibl 使得f171tan it

b f 191

i器 tan 如 一 t 157 1st 箭 tan如 t品品9
柯

iin.tn 世 二 品 in

tan t Cingiam
和差化积 30讲 P598

sinb sina
25 into

二 tan itecosa sb
2cos 哇 sin

1正向证明

品一二 tan it

iggy.If Ib flat tan gtblflbl.fial

tin If a tanatbzfimfialcosa

cosbEnEia.be使得 ttiiiiitqinanai.si

tsiiiiistinq tano.si兴
s t l a i b 使得 t品合 品 二 ce
t 9 tan 古步



设函数 fX119X 在 a b 上二阶可导 9 X1 0

证明 二 stia.be 使得出点出台二㗊想 二 Ji

令 TX1 fixl f la l X al f al T 1x f x1 fl la T 1X f X

S X glxl glal lx blfllal.SI x g x g a s lX1 9 IX

Tla o s i al 0 T a 0 S'la 0

器 naabl 使得 啠 二 in

管 其器
T 171 T al s Ela in1使得

Iii 烈 二

哿 二 siii兴 二 器
即 tlbl flal lb

aifllal91bl91a7 ibc.azgia
99步

另解常数K值法 b a似乎没法完全分离 先考虑第一类

f b flat 1b a f a k
glbl glal lb.at glia

G X f x1 flat x a f'la K qlxl gcal lx.az g a

G'lxl f X f'l al K gllxl 9'191

G IX1 f X kg IX

a b1 G1a1 0 n E la b 使得 G 7 0

G171 G a1 0 4 日 set a 7使得 a 1 S 0



f 191 K9 191 二 0 k f品 品 I品9 二 gti

设函数 tX1在 a b 上三阶可导

证明 十F a b 使得

f b f la l tㄜ Ib a If'lal f 1b É lb a13f 19
fibi.fi a E1b a If a't t f 119

É lb a 3

令 TI X fix1 f la E x a I f'lX1 f'la l

T l a l o

Sㄨ1 É 1X a13

S a O

带 二 siiii.ua st1ab1 使得可然 1st

带 二

T 1X f X 式 f X1 f 19 X a l f x1

Íf IX 一士 f'l a l i x al f I x

T'la o

s x i x a
2

S'l a l o

器 Ii's II花 日 saa.si 使得5 I 二 sii's



T M if IX 一式f X Ílx al f x Ílx al f x

S 化1 Σ I x a1

I 二 品
三 ta t 9

f 19
É19 a

1另解 第一类常数K值法

fibl fial ilb.at l f'lb f'lal
k

Élb a13

令 G x fix 一 f la i l x all f'l xl f'lal t Ělx a 3

G Xl f X 三 f l ixi f'lal Élx a if x 世 x a12

生 f ㄨ1 Éf'la 一生1x alf lxlttix.at
G X Íf 1ㄨ1 if 1x Í x al f IX i x a

一式 Ix a f IX 生 x a l

G b G191 0 s f a b 使得 G 18 0

G181 G'la l o sec a 81 使得 G S1 0

G 197 三19 al f 111 É19 a o

s Ela 81 9 a 0

f 1191 k f l bl t191 Σlb all f 1b f'l al

Élb a 3



1拉格朗日中值定理 30讲 P218

设 fix满足 了在9吕卡䖂 则 St lai bi

使得 flb - flat f 119 1 b al

l定积分闭区间积分中值定理 30讲 P255

fix1在 a b 上连续 则 9 f ㄈa b

使得 Jabfcxldx f 911b a

1定积分开区间积分中值定理 1二级结论

fix1在 a b 上连续 则 951 结论更强了

使得 Jabfcxldx f 911b a

设 FIX1 Jǎf x7dx
F1b abfcxidx F a 0

F b1 F1b1 - F1a labfix dy

F X f X1

lab fix l dX F b1 - Flat cy Eth F1b - F a

b a

由拉 SE ai b 使得 F台 9 f19

1 F1b1 - F1a f 19 b a

labfixl dx f 19 b a



设 f X 在 a b 上连续 在 caibl内可导 且 teal tyddx
证明 Sflaibl 使得 f 9 0

1这题用闭区间的积分中值定理是不行的

fix1在 a b 上连续 S f Ea b 使得 f181 二 名主公
d

f al f S fix1在 Taib 上连续 在ca b 上可导

9 E_1_aSI 使得 f 191 二 0

这其实伪证了 因为8 a 当S a日子 1a 8

1开区间积分中值定理

fix 在 a b 1连续 SE想点 使得 f151二 lab古y9
剩下相同

设 f X 在 a 1b 上连续 在 a b 内可导 且 fia f1b 1

证明 Is y E a b 使得 e
-9
f 171 f17 1

双中值 二1分离n s 之 器 f i n t17 1

e n f lnl t f171 et

e X fcx1 x g
exPlxs

正向做1 fix ex在 a b 上连续 在 laibl上可导

nflaibl 使得 t ebb I at
late a

e f 171 tf In 11

s Ha bi使得 9占- e9 a

t 器 tea e If 是i
f 7

代入 fib f 1a1 1 17 1



已知 fix 在 -11 D上连续 在1-111 内可导 且 f H l f 1

证明 9 92 E - 111 使得 f1191 f 192 0

和用拉格朗日中值定理的几何含义

i nl

𤾩𨰻辫贾慕鼐𧃸 sit 1-1101使得 t 1911 t_iti fioi fi i

y n 925 0 1 使得 t 192 f It f111- fol

f 191 f1 ez 0

合式
is i

已知flxl在 co to 1上可导 f b1 a f a b f101 o a o b so

证明 51 92 E b al 使得 t 1911 tl 找到两个正交的弦

t it tin it t ir y
Si E b 0 使得 f 91 _ _
92 10 al f 191 tǎittd二号
f 1911 f 1921二

一台 会 -1



已知fix1在 0， 1 上连续 在 0， 1 内可导 且f101 o f111 1

证明 9 92 t10， 11 使得 f 19， 1 f 192 1
反向分析

一 一

次
两工 t'i it t 只 I 1

型 兴 二 1

f cc 1 f c C l t

f11 f211 c C2

c f a C f4c c2

C 1 f I s C f 1 c if Ic c1

二 1 f 1a C f i C 1 0

1正向不故1 令 G X1 f1X1 X 1 0

G10 f101 t0 1 1 all l f11 1 1 1

GIXI在 o 1 上连续 G1011G11 c0

CE 0111使得 G C o f1c c 1 0

f X 在 Lok 上连续 在 o c1上可导

彐9， 5 01C 使得 f 191 t It 业
fcxl在ECI 1 上连续 在 c 1 上可导

9251c111使得 f 92 t只it it

f 191 t Si 二 型 一 二 志 iii 1



fix1在 0117上连续 在 011 上可导 且 f101 0 f111二1

入1入2 An为n个正数且入 入2 入n 1

证明 在区间 011内存在一 组互不相等的数 9 92 sn

使得点 fǐg 二 1 1反向分析 拦 点水器 1

其中前AXK二点Δ9k 1
若有 発k 1 1不7点水器 DXK二

若入K二ΔYK RD DK 羔

一系列介值1 4
n 罚入之二1正好是An

f101 O 入14 f 11 X1 f1011使得 f Xi 入

fix X1 C入1 入z l f 1 X2F X 1 flxz 入it

价值定理 30讲 Pz12

f X 在 a b 上连续 则 9 F a b 使得 f Is 1 u m n EM

其中 m min了fca f b 3 M max3flat tibi
正向故 f10 O 入 l f 1 X E Oi l l f X1 入1

fix1 入 入1 入2 C 1 f 1 Xz f x 1 flxz 入 it入2

flxn17cflxntl t n c l f 1 Xni E l Xn211 f lXni 入 itn tln_n

拉格朗日中值定理

ㄨ 吢- t 191 二步
一

点笟y 二点Xk 器 ÉDXK 二 I



达布定理 设 fix1在 a b 上可导且 f la t b

则对 入 min个 f 1971 f 1b 3 入 maxi f lal t1b 3

9 tlaib 1使得 f 191二 入

不可 用介值定理证明 因为没有 f X连续

这就是达布定理的重要性

达布定理推论1 设 fix 在 a b 上可导 了不要求final f 1b

则 上 min了 t 191 t b 3EÉ i max t al t 1b 3

9 EEaib 使得 f 191二 入

1可通过分类讨论证明1

达布定理推论2 设f X在 la b上可导若不 SEla ib1使得f 191 入

列在 a i b 上 恒有 f X1 入或 f IX1 入

1可用反证法证明

设FIX1在 a b 上可导 CE a bl 使得F ㄍ 器 0

F a1 0 证明 9 Ela b 使得F191二0

F t
① F C 0 F I 1 0 f c

② FC11 70 F1 ㄑ nt 0

田达布定理的条件 还需找到一点 F 18170



FIX在 a C 上连续 在can 4上可导 1拉1

8 Ela c F's t F 18 0

FX1在181C 上可导 F117 c O C F 187

9E S C1 F s 0

FIC c 0 与 同理

f X在To 1 上连续 在1011 上可导 f101 f 1 0

M ǎěi f X 证明 29f 0， 1使得 f 19 M

M 0

设 CE o D f C M

f X1在 o c 上连续 在 10 C 上可导

815 011 f 181 t it 二是

IifiX.gs fix1在EC117
上连续在1C117上可导

82E C111 f 182 t it
C Oㄑ M C是 ICE 0， 11

f 182 c M c f118

f IX 在 81182 上可导 f 182 CM C f 1811

SEE8 52 使得 f S M

20 M O

fX1在 0117 上连续 在 011 上可导 f O f 1 0

SECO ill f l s 0



设函数 f IX在 a b 上连续 在 la b 上可导 且 f a f b 0

证明 存在 SE ai b 使得 lb a f 191 f

f atzbl二 0

YE lai b f 191 0 b a f 19 f 4b 罗尔中值

flzatbl 0

即证 SE ai bl f 91 lgfftgtb n n

fix在 a 了上连续 在 a 其 上可导
àǎihsSiE a ztb

f 1511 t'ˊ t 2
台 iigtb a

f M在 I b 上连续 在 bl 上可导

二 SzEleb by

f 1821 t'b t 9b itb

z.tl 型
o 古典 2

后
b a

f 821 f 181

f IXl在 81182 上可寻 f 1821 c t f 1817

s E 81182 f 191 t台2其 b a f 19 f i itb

f IE51 C0 同理



泰勒中值定理

将t1α1在9处展开

2 9是区间端点 区间中点1极值点

泰勒公式 cc30讲 Pzzo

设fix1在Xo处 n 1 阶可导 则 对 UXEUIXo.SI

fcxi fcxo if lxollx xolnttinnIYyix xojn.tl

fix iii 有三阶连续导数 且 fan 0 f 1 t 101二 0

证明 SF 111 使得 f 19 3

fcxl f l ol t f 10 x ft f 8 x3

t.niiiiiiiii.iiiiii.si
f1 11 f101 Σ f 101 6 f Sz Sz E 1， 0

f111 f1 11 1 6 f 191 f 192

f Si t f 921 6 t 911 f 921
3

均值 介值定理 min了 f e f119 了
t 19it maxifi管了

介值定理推广 f x 在 92， 91J上连续

SEESz Si了 f 191
t 1917It

192
3

1平均值定理 30讲 Piz

设fix1在 a b 上连续 当 acxicxzc cxncb 日子

SEExi Xn 使得 f is
f'ㄨ n t

为 t tfcxnl



设 fIX 在Taib7上三阶可导且 f a f'lb f a f 1b 二 0

证明 9t a b 使得flb f a j I b a13f 9
f x f a l t Ix a f'l a t _f la t 91 f Ela x

t.iiiiiiiiiiiiiiiiiii iii.su
f b1 1 f Sil Sz E X b 121

121 一 111得 0 f b1 f a i Bf 192 必6913 f 9

flbl f l a i
1X 3f 1911 1 邓 f 1521 记为 K

记 m min了 f S f 82 3 M max3f 9， 1 f 192

s 1by
ms K MS m 号 M

1不可用介值定理 因为没说三阶导连续

田达布定理 SEE91， 9 使得 f 191 号 sf s K

f 9 913 b 3
fi b f la

解出 1 3
in 9 中的 x即可

913 1 㗊 3
亏1

合 a 二十 器 i t

t3 11 T13 t3 1 3T 342一十3 事

942 9t 2 0 t 9
1
7国2 9等 二 或言

二 É x 239
3 或 9312b



fix1在 0， 17上有一阶连续导数 且t10 o

证明 9E 011 使得 f 191 2o'fix dx 难点 积分符号的处理

令 Glx fixedx G x f X f o 0 G 10 0

f 9 2 0fcxidx c G 9 7 2G 1 G101 0

a ix Glo ta'lo x 三G187 x2 8E o x1

G11 G O G'lol 王 G 8 Σ'G 18

2G 11 G 19

另解 原函数法

令 A o'fixidx

f X 2A O

f XI 2AX C

令 a IX f X1 2AX G101二 0 还要找一点

o'GX dX So'fCx dx 一 AX A A O

由开区间积分中值定理

8 t1011 使得 G18 10G1x dx 0

a101 G18 0

9E10， 8 使得 G 9 f 191 2A 0

f119 2A 2 0 f x dx



fcxl在 一1117上有二阶连续导数 证明 9E1 1， 1

使得 Lixtlxldx if 191 5 s.f 191

令 GIXI二人 tfltldt

G'IX X f X

G X f X x f x

G3 X1 f l x1 f x x if X 2f x x f x

即证 SE1 111 使得 4111 二专G S

G1 1 0 G O 0

G1X1 G10 aco x 2 x2 G ㄨ3 或災 o

G 1 G10 G 107 G坐 41318 Si E 0 1

G1 1 G10 G 0 G坐 一 G 1827 82 E1 1101

G11 a1 1 2G1 01 9136 81 G13682

G11 G a 682 5 1 G 182
G 8

记 m min了 G 81 G 8273

M max3 G131 81 G 3 82 3

k 2
G 1821

m K M

G131X 2f 1X1 xˋf 1 1 连续

价值 9E s2， 81 使得 G 191 K G G 1821

从而 G 1 亏
1 GB152 t GB 二专 G s



设fix1在 a a 1a701上有二阶连续导数 f01 0

证明 SEE a a 使得a3f S 3Lǎfcxsdx
令 G x _á f t d t a l a o

G I X f X G101 0

G X f'IX
a131X1 f X

即证 SEE a a 使得 G la 二号 G3119

a x a cost a lol.x G之 2 a 8 x3 或学品
Glal a lo G o at a

2
0 a2 G 1811a3 s e o a

ac altalog Gllol.at G2'101 a2 4'3'682 a3 82 E1 a o

a la at a1 2G 101 at 号3 G 8 a31182

a a 咢 G 8
I
G 181

2

i E m min 3G131 8 G13 82 3

M m a x 3 G31181 G131 182 3

K G 8
2

G 182

m K M

价值 SE 82 81 使得 a131 s K G 8
2

G 182

从而 Gla 593 G 182 G 152 5 G 9



中值问题 多项式拟合法

设 f X1在 0 1 上有二阶连续导数且 f101 0 fall 1 lófcxldx二 1

证 21存在 7510111 使得 f 171 2

1第一种拟合法

fix 在 0117上连续 0 - 011 使得 t 6 二 1都是这样设的

分析 待定系数设拟合函数 qIX fix1 - ax2 bx c

9 0 f10 C 最后这个0是 我们希望9101二911 910 二0罗尔中值

C f O 0

9111 f l - at btc 1 - 1 at b o t a b 1

9101 f 01 - a02 b0 C 1 - 1a02 b0 0 aotb 长

a to b 唶
开始做题1 令 9 x fㄨ1 - 1 - t X2 苦 IX

91 X f X1 - 音 x 1苦1

iiiioiiiii io
二 81 E 10 0 9 181 0

82EC 0111 911821 0

9181 g 1821 0

7 E
81 82 9 7 f g 十音 O

f 7
- 音 0 E10111 È E l 01 7 E d -2

f 177 - E 一 a -2

1第二种 拟合法1



分析 设9 X fix1 - ax 2 tbx c 反角年 a b c

910 f 10 - c 0 c 0 这三个等式都是自己构造出来
的 有一定的随意性

911 f111 - 1 at by c at b 1

9 x d x fcxl - axztbx c dy

o fcxldx o a x
2 tbxtcdx 1 -18X3 号x2 cx o

1- 1号 i 0 9 i o

a - 3 b 4

开始了故是六 设 9 IX f IX - 1-3 2 4X f X1 3X2 - 4x

开区间的积分中值定理
为了防止0 0或1

o gcxldx 0 eeill 使得910 0

910 9 1 9 10 0

181 E 10 0 9 81 0

82 10 11 9 1821 0

9 x f X 6X 4

9 1X f X 46

9 181 9 182 0

二 7 E 81 82 9 y f 171 6 0

f 17 _
是 _½相当强

的结论

其实核心就在于 9ㄨ1 f X laX2 口 并
願䆐

台

一 解出1另解 对结论拟合 上面都是对条件拟合

分析1考虑 9 X f 1 1 2 即证 7 E1011 使得 9 171 0

9 in co 令人浮想联篇 9 glx1上凸



i殳 g 1X1 f 1x1 - 2a f x1 2 a - 1

9 01 f10 C 9111 f11 - -1 b c

不妨设
是不能做点

进行
歷10 o q in f11 1 2

开始估父题 设 9 X f X 2

9101 0 9 11 1

loqcxldx o f x dx t o ㄨ dx 1 5 34

1反证凹凸性1个叚设对 VXE1011 9 1 1 0 1下凸函数

由下凸函数性质 91 1 9 I 9 x 2

o qcxldx o zxdx

告 1 1矛盾

从而 7 t 011 使得 9 171 0 f 17 - 2

1另一种反证 单调性 个叚设对 UxEco 1 1 9 ix 0 9 X

fix 在 0117上连续 开区间积分中值

O G lOi D f l o ofcxldx 1

9101 f 10 02 1 02

拉 181 E 10 0 9 1811
9 I 1602 È to

82 E10111 9 1821 9YI9 io 1 0

9 1X1 9 181 9482 与 甘 to 1 to 矛盾

另解 同的对结论和条件拟合1

91X f X - fax2 tbx c 1

不了结论拟合 有 a -1

9 10 f 01 - c _



9 11 f 1 1a b c f ln t l b c 2 b c

0191ㄨ dx fcxldx_ o a Rtbxtcldy 1 o x tbx c dx

1 专一三 一 c 亏4一三一 c

设9101二 0 9117 o b 2 c o

开始做题1 设qcxi fix1 x X

9101二9111 0 0 glxldx 5
91 1在 01171连续 由开区间积分中值定理

0510111 9101 亏

拉 习81 510101 9'18， 1 9'069 1 u

82 510111 9'182 9 I9 to co

拉 n E181， 531 9 17 9多 9S a o

9 17 f 171 2 co f 171 2

的是用结论拟合的

1另解 泰勒中值定理

f IX 在To 17上连续 由开区间积分中值定理

0 t 0， 11 f101 o'flxl dx 1

fcxi f1o1 f 101.1x01 151 Ix 01 8介于 x与0之间

f101 f101 f 101， 0 t之81102 81 E10 0

f 101 i t218

of111f101 f 101 1 01 11012 52 t10， 1

f 101 f 1 10 1

1 t 11 o t 218 10 11



t 151 f 182 11 01 2

iEm minY f 1811 f 8， 13 M ma xh f 18 f 18 3

m f 181 f 152 11 01 M

价值定理 7tES 827 使得 f 177 2 2 得证

1另解泰勒中值定理

f IX 在To 17上连续 由开区间积分中值定理

0 t 0， 11 f101 o'flxl dx l

记 fix1在To 17上的最大值为M In 1

17 M 1 8510111 使得 f18 n

21 M 1 f101 1 M

综 112 SF 10111 使得 f181 n

费马定理 f 181二 0

分析1待定t121在 8处展开

f1α1 f18 f 8 1α 81 t127 12 812 7介于 α与S之间

f1S f之 α_812

f 7
2
f'I

2 10111 8E10111 1α 81 C 1 1 1 α一812 1 12 112 1

f1α1 f181 f121 fIS1 0

21ti Ist I z l f121 f187 2f121 2f181

f1 8 1 if121 2 2f1α1 2f1S 2f α 2

当α 0 时 f α o满足 f 171
2 梦It 2f1α 2 2

开始估父题 0 f10 f18 8f 8 if 171 n E 10， 87



f 1n1
- 2 t828 if 181 - 2 得证



中值问题 分部积分公式推广

o'f l P X o f x1 P laidx f'l x PIX lo f ㄨ1plX118

表格积分法

Pix I

心 tii.it
I p XI'f'lx7 plixl.fiXl p xlifcxldx

设 f XI在To 1 上有二阶连续导数且f10 0 f11 1 o'fX dx 1
证明 121存在nt10， 1 使得f 171 2

lo'f Ixp'Xldx o fixlip Indx t f x pallo
一 fix P XIlo

取 pcx ax2 bx c P IX1 2a 联系题目条件

1不 lo'fcx p Xldx 0 fix liza dx 2affxldy
该公式的作用 条件与结论的桥梁

f X PCXIlo f111 p111 f 101 plo

f X1 P X116 f P 1 f 071P101

f1171t10 已知 f 11 f 101未知 令P11 p10 0

设 pixl a x ol x 1 al X X1 不妨取 a 1 pxl二X_X

开始估父题1 o'f IX 1X X1dX ldzfcxldx iflll.pkil fcos.pl101

26 fixl dx f111 2 1 1

积分第一中值定理 fromwiki

设 fX1 i a b R为连续函数 gx a b R

9化1可积 且在积分区间中不变号 那么



SE laib 使得 labfixlqcxldxif191 labg x dx

10 f 1X1 1x_xI dx 1 X2 X X X 1 o xE 011 f M连续

二 ㄣ t 10111 使得 So'f ix x2 xidx f 171 o x2 xldx 1

f 7 yóixixldx二 亩 6

fix1在 a b 上有二阶连续导数 且f la f1b1 0 Ming It IX1
证明 1labflxldxl 1bia3m

分析 P1 1 K 2 mㄨ
侧重点消掉

labf IX pixldx labfixlip XdXtfiLP_lxl_ldtfcxl.plIX
lab

f X plxllab fllbl.plb f'lal.pla

取 p b1 p la l o p X k1X allX b 不奺取 K 1

1 plxl x all x b

开始做题1 设 PIX x a IX

bllabfixl.phldX abfixliplxldxtf'lxl'pcxllabtflX P'IX lab

labf X X a x bldx

zfabfixldxlxailx bl.co xt a b t X连续

9Elaibl 7使得 labf IX x a 1x b dx f 1st lab x all X bl dX

t I b a13 f S
2 abfcxldx labf ix x a x bldx Élb a 3 f 19

12labfixidxl 1 6lb a 3f 1911 t I b a131f 1911 6913M

1 a fixldxl 913n



设 fㄨ1在 o 1 上有二阶连续导数且f 101 f 11 0 f10 f111二 0

证明 951011 使得 f 191 12o'fcxidx

分析 o'f Xlip IX dx o'fx1 p xldxtflxl.plㄨ1 d fX1 P X I

f X p X 10 f 11 P 1 f 101p10 o

f X p X lo f 111 p 111 f101p101

P 11 1 P 10 1

设 p x ax2 bxtc p'lxl z a x b

ply l z a b 1 p lol b 1 a I

不妨设 c o

1开始估父题 p X x2 X X X 1

o'f ㄨ1px lo'fix1 p lxldxt f X P'ㄨ Ild f X ˋP 116

2 fcxldx f 1 f101 2fo'flxldx

PIX1 X1X 11 0 X E 011 f X在TOD上连续

二 SEE0， 1J使得 f lxl.plxldx f 191 o'pixidx

f 19 o x x dx f 191 亏x3一生x2 o f 191 6

f 191 61 二 lo f lxl.plxldx 2 o'fixedX

f S 121 f x dx



微分与不等式 泰勒中值定理

役 f xI在 0117上二阶可尊 且满足 If 1 11 1

f X 在 10 1 内取得最大值车 证明 If1011 If1111 1

设 f'ㄨ1在 C处取最大值 fic 㐄

费马定理 30讲 Pz14

设 fix1在点x处满足个最款值 则 f 101 0

fxiiintfiiscx.ci t x c 8介于 与C之间

二 本 tYix.ci
fcol ㄝ t 8 c2 Si E lo c

fill 4 f 2821 11 c 2 82 H C1 1

If1011 1 it t alÉǗǙ It 1cal 二女 Elf 18171 ㄝ Í

If 1 1 1 Ét t crc 1 1女1 1t 1 0121 i If 1821 ㄝ 坐
If1011 If1171 三 t i
É C2 E ㄑ 1 c c2 1 c12 1 2C2 2 1 C 0
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