
 设函数fix7在 a b 上不恒为 0 且导数 f 1ㄨ1连续 fla f1b 0

证明 ft a b 使得 f s lb aplabflxldx

令Glx ǎfitldt G x1 fix1 a 1X f'ㄨ1 Glal ⼆ 0

即证 SEEa b 使得 G 9 7 btap Glb

fibl f i a l o G al G 1b 0

0 G1b1 0⽇7

G1a在 b处展开 1因为要求G1b

a a a1b a bla b a
2
G 181 Sit la b

0 G1b o
a 2

G 151
a 1811

ibpGlbllbp.ci a b
2G1bco ⽇⼦ 有 G 81 ibpGlb 品2 G b

á ǎǎii
G 1811 Cia b2 G 结论不成⽴ 找对偶情况

G b G alt b a a'sa l
b
29 a 1821 Sz F a b

G1b1 1b之9 G 82

1 G 182 B
apGlblnap ib.az2

G1b 0 ⽇7 有 G 182 d bRGl b lalbp G1b

综上 ya lb170
S 82

Glbl so s s
t 因为只需 SE la ibl即可1做两⼿准备

G1b1 0 时 即证 9tlaib f 191 0



f1X1不恒为 0 c E a b f1c 0

flag f1b1 0 c t la b

不妨设 fcc so

SE o c f 191 f Iot t y s o

设函数 f x 在 to⻔上有连续的导函数 且1 fcxidx⼆ 0

证明 对 XE 011 有1 0 fit dtl 式in If'IX1
令 Glx loXfH dt G'IX f X G IX f Xl

即证 1G1X11 事ǎiǎ la X'l G101 G11 0

G101 G X1 G'IX O x G 1'11o x
2 S f o X

o G1x xakxl G 1 x2
G1 x ⼆ ⼥G X a x

Gl l G X G X 1 X1 G 292111x12 sz E x 1

0 alxl t G x1 11 X G 18211 1 x 2

allx itY a 921 X 1

alexi ay it
a 215 x 9出 4 s x 11

1⼥⼀⺤ 1a x _a 1 G x

xcixi G X a 182 x 11 G之911x

alx G S Xi1 12 a 9 ㄨ211 X

la x 1 1a2921 x11 x 2 G 1911x211 11



M I X11 x1 1 X X M Íxilxl 亏M

其中M ⼆xmo.nl t 1

设f1X1在 to 1 上有 ⼀阶连续导函数 且f10 f 1 0

求证 1 fcxidxl tin If XIl
令G1X1 0Xfctldt G10 0

G XI f X1 G X f X

f101 fell G 0 G 11

即证 1 a 1 1 出以11G X 1
a111 a lo G101 1 01 G⽣ 1012 s Eco 1

G111 G些
G101 G111 G111 1 0 1 G292 o 172 92E10B 1

G11 G 1292

4117 ⼆ 三 1 G 1511_ G

la ii 1⼆ 三 I ⼀⼀ 1 ta 19111 出1G 19211 ÈM
其中M x哭品 If 11 不得证

其它尝试 待定 GIX 在 0 1处展开 解出可⽤的

Gixl G10 a o x G x2 fi E o x

G X G 11 x2

G ㄨ G111 G 11 1 X G 坚1 11Xi Sz E x 1

G111 1 1 X 2



① ⼀ ② 得 o a c11 G x2 _ G½82 i x 2

a 11 G 1811 x2 - a 11- X12

1a1111 14 18111 i 21418271
ㄨ4 E 2X 1 M

2ㄨ2 -当 1 M

令 2ㄨ2 -22
ㄨ⼗1 ⼆ 击 x Í

设 f1X1在 to 1 上有 ⼀阶连续导函数 且f10 f 1 0

求证 1 Lfcxitdx 出竺9 If 1 solfixsidx 1 otcxidxl𥴰论题强
之前的解题流程是 令 Glx 1 fcttdt隐藏积分符号

但这⾥没法这样做 引出⽅法⼆ 先展开 后积分

记 M ǒnǎ If x11
f X1 f101 f 91 X S E o X

f X f 911 X

I fix11 1 f 917 x1 MX ①

f X f 11 f 192 X 1 92 t IX 111

1 f X1 f 192 1X 11

I fix11 1 f 1921 1 -7 M l x ②

Ifix 1 min了 MX M 1 -13 1不等式联⽴

lol Ifix1 dx o mins n x n11-x 3 dx



lo min3Mx n11 13 dx 11三 ⽣ minsnx.nl1 x 3 d x

E'nxdx t l n l i x1 dx

⼆MÍX21ó M x_x271É ÉM

设 f IX在 Gib7上连续 且 fix170 f X 0

证明 ǎiǎybgfIX 台_a labf x dx

设 fc xmtaaybgtIXI.at a b

不能⽤费⻢定理 因为 C可能在 a b

f i f X f'IX C X1 f i C X 2 介于c与 x之间

f X1 f IXI C x

ba fcc dx labflxidx labf x c x d x

b a f c labfcxidx C x fX 1 1只 ⼀ labfix dx

b ai f i cl zlab fix dx c bl fsb c a f la

zyabfsxldx

fcci 吕_a lab fix ldx

积分形式的琴⽣不等式1

t IX在Taib 上连续 X 0

证明
b a label fix1 dx el b_a

labt'ㄨ'd

记 xo⼆ bia Iàtcxldx
x x x 1 x xo I x_xol 2

911X_x012 s介于Xo与X之间



xlxoltyllxol.CI

Xolxlfix11ycxol tell xol flxl Xol xlxo Xo fX1 y xol.Xo

labxlfsxi dx Ib alxlxoltxllxollabfcxldx labx.de

b a ycxol 6'1v01 labfcxldx 占iǎlabflxidx
b a101X0

b_a labx flxildx e X0 Y b a labtextdx



积分第⼀中值定理

若fIX在 a1b 上连续 91ㄨ1在 a b7上可积 且91 1在 a b 上不变号

则 9E a b 使得labfixgcxldxflsl.fabfcxidxm.mnf'ㄨ M 器 fix1

不妨设 9 1 0

m f XI n

mgcxl f x gcxl Mgcxl

labmgcxldx abfcxlqsxidx labngCx dx
⼆ mlabgixidx Jabflxiglxldx nhbgcxidx

labG x1dx 0 Jabfixlqlxldx 0

9Eta b 使得 labfcxlgxldx f19 abgixdx

labgcxidx 0 gcxi 0 labgixldx 0

m 然燚 n

价值定理 Is a b fig
labtxigcxldx

lab gcxidx

设⼗ X 在 a b 上具有连续的导数

证明 i ldabtixldxltlablfllxlldxsiieY.bz fIX l

闭区间积分中值定理 9t a b f is stiǎdx
设 Ifa F En I fail CEE al b

即证 lablflcxlldx If11 1 1fcs1



三⻆不等式 I fail ⼀ If 9 1 If c f 9 1 1 ff'ix dxl

nig's If'lxildx lǎlfkxlldx

设fcx在 0B 1 上连续可导 证明

lo'lflxlldx maxilolIf'lxlldx 1o'fix dxl3
记 A dlfxildx B lo If x ldx C l o'fixldxl
三⻆不等式 lfixildx Ilo'flxidxl 即 A C

A C A c max3 B C3

A c 要证 A max3B C3 只需证 A B

即证 lólf ix 1 dx lo If x 1 dx

A lo Ifcxlldx 110fcxidxl fix 在10111上有正有负

⼆ 8E 01 1 f18 0

1闭区间积分中值定理 1St to D ldlflxlldx If 911

If 9 1 If491 f18 1 1 mnf'lxidxl In If x ldx o'H'lxlldx

其中m min3s83 n max3s 83

设 f X在 a b 上连续 且单调递增

证明 lǎxfcx dx
atzblabflxldXEpi.IEi lab i x i b flxldx o

latex_ itb fix dx 1 aˇ ib 1X itb fix d x



⼆ la I X 号 flxidxtltbb X itbl fix dx

1第⼀积分中值 81E a 2
加了

yǎtbcx 9号 fixidx f181 a
如 ix.it b dx

1b912 f 81

82 ft ib b7

1tix itb fcxidx f1821 la
如
1x itb dx

1bgal2f82

lab X atsb f ix dx 1bga f182 f181

ㄡ f'ㄨ1 a Si it b 82 b f182 f1811

另解
ǎ坚 ix gtbj.fixldx i b x 4b f IX dx
令 t at b x x gtb b t itb a x at b t

疉 x itb fix d t
9

䒓
aztb tlflatb tsdiatb.tl

aib t it b flat b t d a b t

1itb ct iblfcatb.tl dt

换名1 ⼆ lǎ芒 X 9业 flatb

xsdxlaitbix.itb
i fix dx 1点 x a业 f x d x

a

加
x itb fix ⼀ fcatb ㄨ1 dx



x E a gtb x itby o

a x itb a b x b fix flat b x

lǎ共 lx 型1 fix flat b x1 dx 0

另解 利⽤单调性构造函数1
即证ilabxfixldx iblabfcxldx.io
设 Glt latyfixidx_atztyatfcx.at

把 b换成

ta'Ittftl ilifcxidx 9IT fit1

tiafctl ⼀三fatfix ldx

E a T t fIㄨ1 f X fit

latfixsdx laTf it dx f t t al

G'It1 tin fit Ʃ fatfixldx Eat it i9f1⼗ 0

act a b a l a l o

设 f'ㄨ1在 o 1 是⾮负的 单调递减的连续函数 且 ocacbc

证明 1 fcxidx 台 abfixidx

即证 Joafixidx ⼀台labfixed 0 bfǒfcxidx alabfcxsdx 0

设GIT1 TJoafcxldx
alatfcxidxalalialoatlxldx.fi

xi o 1 fixidx o alal o

G tl fix dy ⼀ a fit1
E o a fcxl flxl fi al

1台fcxidx fcaidx afca



G'la l aflat ⼀ a fit

t a fix1 fit fial

Glial a teal at⼗ 0 act

从⽽ Glbi a la o

1另解 ⽤ a构造
G t lotflxldx 吉kbfcxldx TE O'a G o o

G 1 1 f t 古Hbfixidx ⼀吉 1 f T1

1 吉 If It 古 life x dx
X E Et b fix1 fit1 f X

kbfcxidx It fitidx b 1 fit

G 1 1 1 1 吉 title 古tbtixldx 1吉 fit bntfitl
告 fit

fit1 o T E 01 a fit1 0

G1 ⼗ 告 f t 0 Git

alai a l o

另解 积分中值定理

1闭区间积分中值 si E O a af1911 fcxidx

Sz a1b b a f92 labfcxldx

即证 af1911 台 b a t1921

台 b a f192 i a f 921 台fiSi af192 1 f x1 0

o s a Sz b fcxl f 9 f1921

a f 911 at1921 台 lb a If192



设 fcV1在 E0 的 是单调递减的连续函数

证明 当 a 0 ⽇了 有 1
9
la2 3 fixidx 0

令 G T1 lot 1t2 3x2 f x1 dy
t2 otfixldx

lot3x2flxldxttto.toI a lol o

C'It 2T lot flxldx 2f t 3T2f1 1

zt lot f x1 dX 2ㄒ2f 1

2T otfcxldx t fit

Xt O t fix I f x f IT

lot fixldx lot fit d t t f ⼗

lóflxldx ⼀ Tf1⼗ 0

all t 2t lotfcxldx⼀ tfct

⼲ Gltl a la G101 0



积分与不等式 利⽤ ⼆重积分

如果积分区域⼝关于 y x这条直线对称

则 台 fix in dxdy 台fly x7dxdy

设fix1在 a b 上连续 fix1 0 labflxldx 1 KER

证明 1labfix cos kxdx
2 labflxlsinkxdx 1

1labfcxlosllxdx
2 labfixlcoskxdxl Ilabfix1 coslixdx

labfix coskxdx labfiyi.coskydy
⼆ 名 fix1 fly 105kx 905kydxdy 其中 D 31x.gl a x b ay b

同理 llabflxl.sinlixdxl ⼆ 台
faxnflgl.sinkx.sinkydxdylabflxlioskxdxptllabfixi.si

nkxdx 2

hfixi.fi yl.lioskxoskytsinkxsinky dxdy
含 f x fly1 1051 kx kyldxdy
IOS 1KX Kyl I

fix1 0 fixl.fcyz.cosllix kyleflxi.fi yl

btixi.figl oslkx kyldxdy 台 fix fly dxdy
labdylabfcxliflyl.dxilabflgldy.labfixl dx 1



设函数 fix1E a b 不恒为 0 满⾜ 0 fIX M

证明 llabfixl.cosx
2 llabfixi.sin x 2 M吕914llabfixidxkllabtixl.cosxdxpf1xl.flys.iosx.cosgdxdy.Dijix.nl lǎi品

llabfcxlisinxdxpibfixl.fcys.sinx.singdxdyllabfixl.de
含fix flyldxdy

即证 含 fix fly1 1 osxcosy.sinxsiny dxdy m

lpgl41osxiosg.sinxsiny 1 1cosxcosytsinxsing 1 cos I x y1
1 1 1 2sin2 7 1 2sin s 2 1 竺 2

lsinxl 1X1
2

台t t147 dxdy 合m 1Xi dxdy
笁 labaylab 1x n 2d x 是lab six y 31xibdy

tlabcb yi3 la y13dy e labcy apdy.tlab y b 3dy
㚽 É17a141ǎ ⼀ 㕺出 y b141ǎ

T lb a 4 1b a14 䂬 lb al4 得证

f X 91V1在 Taib7 上连续 且 fix 在 a b 上 9 X在 a b 上

证明 1b allabflxiglxidxllabfixzdxlllabgcxldxliballabfcxi.glxldx abldxlabfixi.glxldx
flyi.gcyidxdyllabfixldxlllabglxldxlbfixl.glyldxdy
其中 D 4 lx.gl a x b a y b3

即证 台 fcyl.gl yldxdy b'fix gcyldtdy



即证 fixl flglJ.gly dxdy 0

含 flxl flylJ.gl yldxdy 含 flgl fixIJ.glxldxdy
117关于ㄣ⼆X对称1

台lflxl flyll.glyldxdy
含 f N f n1 9141dxdy⼆ 三 t lblflyl tixll.glxldxdy
É lb If X fly1 q y gixiydxdy
1 x g fix1 1 1 f x1 fly1

9 x 1 9 IX g ly l

f'ㄨ t 9 9171 911117 0

21 X C y f1v1 1 f IX fly

glx7 1 91X1 gig

Ifix1 f191 1 19191 91 1

从⽽ I fix1 fly1 1 9 g 9 X1 0在 D上恒成⽴

从⽽ 台 f X t'n 1 19141 9ㄨ1 dxdy 0

柯 ⻄不等式 a2 b711X2 y sax by 2

fix1® 9 X 在 a b 上可积 1积分形式的柯⻄不等式

求证 1labfixi.gexidx
2 1 a t IX dx 1 à 9 dX

abf x gcxidx 2 flxl.glxliflyl.gl yl dxdy

llabf X1dx121labglxldx
2
含 til x g2 yldxdy

其中 D 3 1x n11 a x b a y b3

即证 台 f X g ly f'ㄨ flyl.gcxl.gl y dxdy o

d



fix1'92 ㄣ flxliflyl gcxs.glg dxdy

⼆ 台 fix1 If1 119 lgl flyl.glxl.gey l dxdy

fixl.glgllfixl.gl g ⼀ fly g IX dxdy

D关于 4 x 对称

台 flxl glyllflxl glyl flyl.gl X dxdy
f 9119 ㄨ1 f'ㄨ1 fly1191ㄨ 91g1 dxdy

f iy glx I flyl.glxl flxl.gl yl dxdy
⼆ É分 fixl.glyl fiyl.glx1 flxliqlyl tiyl.gl x1 dxdy
⼆ 三含 flxlglyl flyl.glx1 2 dxdy 0

1另解 构造执⼒物线辅助函数

分析 b flxlgxldx.at 6t2lXldxc
o'g21x1dx91to'f2 x dx.t2 2 o'f1x1gcx dx.tt Jo'g2ix dx

o f2X1 it2 2fix19 x 92IX dX

o fix T 91ㄨ1 2 d x

开始做题

9 t o f2ix dx.tt 2o'flxlqcxsdx.tt o'g2Cx1dx

o'fhcx t2 2fix191x ttg7Ix dx

o1 f x1 t gcx pdx

It'ㄨ1 t 911 2
0

9 1t 10 If M t 9 x1
2 dx 0

1 2 o'f x 9 x 4 o'f2 ix dy o g2 x1 dx 0

lo'fcxigcxldx 2 o'f2Ixldx1 1 92 X dxl



积分与不等式 对简单不等式积分

从条件中发现简单的不等式 然后对其积分

设函数 HX 在 ⼀出 a 可积 fix 0 且Lǎxfixidx 0

证明 1 x2f xldx If fcxidX 1 a o

分析1 即
证 台 x2 -11 f 1 1 dx o

台 xfcxldx o 9ixhllfcxidx 台化211tcxidx Kffxfcndx

1待定K 岳 1ㄨ2 kx 11 tㄨ dX

记 g X X2 Kx 1 开边向上

Li 1ㄨ2 -1 flxldx 8 9 x tㄨI dX

要证 岳gcxzfcxldx 0 只需证 K 使得 不 xt á a gcx

取 K d a 时 有 9 x X2 d al x 1 xtálcx_a o

对 UX E i a al 成⽴

1开始做题

xE Eal a x2 d a x 1 o

2 d a x -1 f⼒ 0 1 fix 0

Li 1 x2 d al x 1 f IX dx 0

¼ X2- 1 fix dx t ld a Lqxfix dx 0

台 ix2 -11 fix 1 dx o 1 1台xfcxldx o

1台 x 2 fcxldx 9 ftxldx



设 fcxl在 o D上连续 且 1 fix 3

证明 1 textdx o T dx 告
1 fix 3 fcxi 3 o f x1 1 0

1 fix1 3 冬平之 形 s o 形 1 0

If 11 F 1 事f f s 0

亏4 if I
i fix 戎 dx 11idx 34

lo's fix it 两 dx So亏fix dx t o两dx

2101 sfixzdx.toTdxi
专 兮fix it Fidx 2ioitandx.to tdx
t 5 lo fixedx o 戒 dx

⽣ so'fcxsdx.to'tix dx

另解 构造辅助 抛物线

9 1 at2 2b t c ⾄少有⼀个零点 E Δ 0 to 9 To 0

1 2b 4a c 4b 4ac 0 E be a c

1分析 a⼆ldfcxidx c o'fi d x b ⾔

91T lo'fixldx.tt 2 ⾔ t t lo T dx

o'fix 2dx lo告 tdx lo T dx

6 t'ㄨ t2 ⼀告t 灰 dx

101 t ti
ti fait la x

b ac c 91⼗ ⾄少存在 ⼀个零点 to 91401 0



下⾯需要反解出to1

9 to o
t tf靠

Tofix 1 dx

to fiCx it ⼀告to fix 1 qx
1 1 HD 3 flxl so

f2 X to ⼀告tofix 1 0

to21fix1 䛒 fcxi l.tl 0

落⽆ fix is.É 1to 0

to ⼆落
1开始做题

令 9 t lo'fixid x t 2⾔t lo T dx
101 fix It2 ⼀ 告t fIㄨ t I d y

g落 10 专txt f ㄨ l t l dx
1 II fiY dx

1 fix1 3 数 3

91落 o

1 f IX 3 fix o 0 fixldx 0 9⼗ 开⼝向上

告 2 4 o'fixsdx.jo形 dx 0

亏
4 lolfixidx.jo T dx 0

olfixidx.to'idx ⽣ 得证


